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Numericka integrace

Nyni mizeme pfistoupit k vlastnimu vypoctu plochy pod kfivkou. DalSi metoda se nazyva
lichobé&Znikova, dava velmi dobré vysledky integrace a v parxi se ¢asto pouziva. Vyhodou této
metody je jeji jednoduchost, rychlost a dopra pfesnost. Zpravidla jeji vysledky postacuji a neni
nutné pouzivat dalSi metody nebo vylepseni.

Lichobéznikova metoda

LichobézZnikova metoda vychazi z mySlenky rozdélit interval <a, b> na dilky (lichobé&Zniky) a jejich
plochy secist. Viz nasledujici obrazek:
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o= £[x_] = (x-4) (x-1) (x-2) +6;
body = Table[{l+nn« (3/20), £[1+nn* (3/20)]}, {nn, 0, 20}];
gr = Graphics[{EdgeForm[Black] , Red,
Table[Polygon[{{1+nn* (3/20) , 0}, {1+nn* (3/20) , f[1+nn* (3/20)]},
{1+ (nn+1) % (3/20), £[1+ (nn+1) % (3/20)]},
{1+ (nn+1) % (3/20), 0}}], {nn, 0, 19}]}]:
Show[Plot[f[x] , {x, 2/3, 4+ 1/4}, AxesOrigin -» {1/2, 0}] ,
Plot[£f[x], {x, 1, 4}, Filling » {1 » {0, Lighter[Red, .7]}}1,
gr, ListPlot[body, PlotStyle » PointSize[.01]],
Plot[£[x], {x, 0, 5}], ImageSize - Large|

8t

outa)= 4
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Jak jiz bylo naznaceno, interval <a, b> je rozdélen na dilky a sestaven lichobé&Znik se Sifkou dilku a
délkami stran podle funkénich hodnot na pravém a levém bodu dilku. Vypo itat obsah lichobézniku
je snadné: Sitka je dana a vyska je prlimérem levé a pravé funkéni hodnoty. To je zasadni rozdil
proti obdélnikiim, kde se bere jako vyska jen hodnota jedina (kdekoliv z Sifky dilku).

PFi bliz§im pohledu na obrazek Ize vysledovat, Ze plavodni kfivka je nahrazena “jakousi” lomenou

¢arou sestavenou z UseCek. Lomena Cara lépe charakterizuje prabéh funkce proti obdélnikove
metodé.

Presnost vypoctu

Podobné jako u obdélnikové metody presnost vypoctu ovliviiuji zejména dva faktory: sama funkce,
ale tu téZko ovlivnime a také pocet dilku na které interval rozdélime. Teoreticky ¢im vétsi pocet
dilka, tim vétsi presnost.

Ze vzorce pro odhad chyby je mozZno stanovit pfiblizny pocet dilki (segment(l) stejné délky, pfi
zadané maximalni povolené chybé. Odhad chyby:

<ab> |'(X) 3
max oy X (b—a)
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5= Manipulate [body = Table[{l +nn * (3/ (ccc)) , f[l +nn * (3/ (ccc))]}, {nn, O, ccc}];
lich = Table[Polygon[{{l +nn % (3/ccc) , 0}, {1 +nn % (3/ccc) , f[l +nn * (3/ccc)]},
{1+ (nn+1) * (3/ccc) , f[1+ (nn+1) * (3/ccc)]},
{1+ (nn+1) * (3/ccc) , 0}}] , {nn, 0, ccc—l}];
gr = Graphics|[{EdgeForm[Black], Red, lich}];
Column[{Show|[Plot[£[x], {x, 2/3, 4+1/4}, AxesOrigin - {1/2, 0}],
Plot[f[x], {x, 1, 4}, Filling > {1 » {0, Lighter[Red, .7]}}], gr,
ListPlot[body, PlotStyle » PointSize[.01]], Plot[f[x], {x, O, 5}],
ImageSize - Large] , Map[Area, lich] // Total // N} , Center] ,

{{ccc, 20}, 2, 50, 1}, SaveDefinitions - True]

ccc

M
[

out[5]=
1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0
15.7556

Pokusme se pomoci vzorce odhadnout pocet dilk(l pro chybu pod hranici 1/1000. Protoze pfedpok-
ladame, ze ¢tenaf neumi derivovat, tak druhou derivaci nasi funkce nalezne system Mathematica a
jeji maximum na daném intervalu také:

nel= £'' [x]

outel= —14 + 6 X

n7- Solve| (FindMaximum[{Abs[£''[x]], 1 <x <4}, x] // First) (4-1)%=0.001, n]

12 n2

Solve::ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The
answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

ou7= {{n - -134.164}, {n—>134.164}}

Rovnice dava dva kofeny, zaporny muzeme vyloucit. Vysledek je tedy 134, tedy nejhtie pro 135
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dilkd a vice bude chyba pod hranici jedné tisiciny. Protoze se jedna o nejhorSi mozny odhad, je
mozné, ze pozadované pfesnosti dosahneme i pfi mensim poctu dilkd, ale 135 je jistota.

Dalsi metody

V literatufe je Casto uvadéna jesté jedna numericka metoda pro integraci, tzv Simpsonovo pravidlo.
Tato metoda nahrazuje plvodni funkci (kfivku) na daném “dvoudilku” nikoliv Useckou, ale ¢asti
paraboly. Tyto paraboly jesté l1épe vystihuji priibéh puvodni funkce a dochazi k mensim chybam.

presnost. Otazkou zlstava zda-li se vyplati tuto metodu pouzit misto metody lichobézZnikové...

DalSi metody jsou zalozeny na mysSlence automatické volby kroku. Tedy metota (at uz pouziva
obdélniky nebo lichobézniky) si automaticky voli Sitku dilku. Je-li “zména” na kfivce mala voli se
krok SirSi (a tim je vypocet rychlejSi bez ztraty pfesnosti), nebo méni-li kfivka sv(j pribéh hodné-
prudce, voli se krok mensi, jemnéjsi, aby byla pfesnost zachovana. Otazkou zlstava zda-li se
vyplati tuto metodu pouzit misto metody lichobé&znikové...

Kod metody v jazyce JAVA

/* *
* Auto Generated Java Class.
*/
public class Integral {

public static double f (double x) {
return X*x*x - 7*x*x + 14*x - 2;

}

public static double lichobeznik (double a, double b, long dilek) {
double suma = 0;
final double DELTAX = (b - a)/dilek;

for (inti=0;i < dilek; i++) {
suma = suma + (DELTAX*( (f (a +i*DELTAX) +f(a + (i + 1) DELTAX))/2 ));
}

return suma;

public static void main (String[] args) {
System.out.print ( lichobeznik (1, 4, 3000) );
}

Shrnuti
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Lichobéznikova metoda je presnéjsi a efektivnéjSi nez metoda obdélnikova, zname i odhad chyby.
Animace nam ukaaze jak presnost vypoctu zavysi na poctu dilki nad intervalem. Je zde uveden i
kod v jazyce Java.

Sbirka uloh

1/ Sestavte tabulku velikosti chyb pro 10, 15, 20, 30, 50, 100 a 150 dilka.

2/ Kolik dilkt je potfeba zvolit pro pfesnost pod hranici 13/555557?

3/ Integrujte funkci sinus na intervalu <0, 1> porovnejte vysledek s obdélnikovou metodou. Experi-
mentujte se stejnymi podéty dilkd, nebo pokuste se najit pocet dilk(i aby byla obdélnikova metoda
stejna jako lichobéznikova.

4/ Integruj funkce nad intervalem <0, 1> : \/; X2, X3, sin(x), cos(x), log(x), 10*. Experimentu;j s
poctem dilkd pfi integraci. Porovnej vysledky z Java programu s vysledky Wolfram Mathamatici.
5/ Experimentuj s vysokym poc¢tem dilku v jazyce Java na intervalem <a, b>. Prvné nech vypocty
bézét v datovém typu float a pak v double. Sleduj pfesnost vypodtu a jeho délku/Cas.

6/ Optimalizujte kéd v jazyce Java, tak aby se funkéni hodnoty nepoditaly 2x.

Zdroje

http://www.kvd.zcu.cz/cz/materialy/numet/_numet.html# Toc501178915
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/Integrate.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NIntegrate.html
http://www.matematika.cz/urcity-integral



