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Numericka integrace

V této kapitole si ukazeme tfi zakladni matematické aplikace urcitého integralu, které se na stred-
nimch Skolach (alespor nékterych) stale jesté uci. Jedna se o aplikace ryze matematické. Aplikace
z jinych obor( (fyzika, elektrotechnika, ap.) si mize laskavy ¢tenaf nastudovat sam.

Objem rotacniho telesa

Rotaéni téleso vznikne rotaci kfivky okolo pfimky - osy rotace. Typicky se rotuje rovinna kfivka
(funkce) okolo osy x, aby vzniklo kone¢né téleso musime mit na intervalu <a, b> spojitou funkci f(x).
PFiklad: vypoctéte objem rotaéniho télasa, které vznikne z funkce, kterou stale pouzivame pfi
vykladu a opét nad intervalem <1, 4>, viz nasledujici obrazek:

Show[RevolutionPlotBD [— 2+14x-7x%x%+x3,
{x, 1, 4}, RevolutionAxis -> {1, 0, 0}, BoxRatios » {2, 1, 1}],
Graphics3D[{Black, Thickness[0.01], Line[{{O, O, O}, {5, O, 0}}]}]]
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Téleso vzniklo rotaci funkce -2 + 14 x - 7 x? + x3 okolol osy x, ktera je v obrazku také vyznacena.
POZN: vSimnéte si, ze byla upravena proporce na ose X, tak aby vysledné téleso pfipominalo
elegantni vazu, na objemu vysledného télesa to nic neméni.

Zakladni vzorec pro vypocet objemu rotacniho té€lesa ma podobu:

Vznj:fz(x)d/x

Komentar: plvodni funkce f(x) se umocni na druhou a pak integruje tak, jak jsme zvykli, neza-
pomefite integral vynasobit Cislem rt. Zde je uveden pfesny vypoc&et bez pouziti numerickych metod,
vysledek je pfesny.

nIntegrate[(-2+14x-7x%+x%)?, {x, 1, 4}]
2997
35

% // N
269.01

Nyni jiz mame dostatek znalosti a miZeme integrovat numericky. Vypoctéte tento pfiklad pomoci
lichob&znikové metody a odhadnéte pocet iteraci pro pfesnost 1/1000.

fdd[x_] := (-2+14x—7x2+x3)2 // Expand
fdd'' [x]

448 - 1200 x+ 924 x? - 280 x3 + 30 x4

FindMaximum[{fdd''[x], 1 < x < 4}, x]
{192., {x—>4.}}

Nyni je mozné odhadnout pocet dilkli na které rozdélime interval <1; 4> pro pfesnost pod hranici
1/1000. Napovéda: pouZijte vzorec z pfedchoziho materialu o lichob&zZnikové metodé.

<a > | (X) 3
max L X (b—a)

Délka rovinné krivky |

DalSi klasicky pfiklad pouziti urcitého integralu je stanoveni délky rovinné kiivky. Napf: jak je dlouhy
sinus v intervalu <0;180>, jak je dlouha parabola v intervalu <0;1> a <1;2> atd.

Plot[Sin[x], {x, 0, 7}, AspectRatio » 1 /3]
10F
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Plot[xz, {x, 0, 2}, AspectRatio-» 1,
ColorFunction -> Function[{x, y}, If[x < 0.5, Black, Red]], Epilog -» Point[{1, 1}] ]
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Vypoététe délku Eerné a Eervené &asti funkce x? porovneite jejich délky! na ose x se shoduiji na ose
y nikoliv.

Pro tyto ulohy je nutné mit vzorec pro vypocet délky kfivky:

L= [P\ 1+(F () dx

Pro priklad pouzijeme opét funkci -2 + 14 x - 7 x? + x> nad intervalem <1; 4>. Nejprve pfistoupime
k pfesnému vypoctu a pak jej porovname s numerickym. POZOR integrovat odmocniny neni alge-

braicky uplné snadné a pfi neSikovné zdané funkci f(x) se nemusi integral podafit najit (algebraicky),
popf vypocet bude trvat extremné dlouho. To je oviem situace vhodna pro naSe numerické vypocty!

= £[x_] =x3-7x%+14x-2

In[3]:= J“l\/ 1+ (£'[x])? dx
1

out[3]= J4\/1+ (14—14x+3x2)2 dx
1

ne- NIntegrate[/ 1+ (£'[x])?, {x, 1, 4}]

ou4)= 6.5126

Zde je vidét, Ze se nepodafilo najit integral algebraicky, ale numericky vypocet je velmi rychly.
Ukol: Napiste program v jazyce Java pro tento pfiklad, vypo&et provedte s pfesnosti na 3 desetinna
mista. Experimentujte s poétem dilk( na itervalu <1; 4>,

Délka rovinné krivky Il

Délku rovinné kfivky neni nutné hledat pomoci integralu (viz vyse), ale staci upravit lichobéznikovou
metodu integrace, aby nepodcitala obsahy obdélnikd, ale délky “hornich” isecel lichobéznikl a pak
je seCetla. Souradnice bodu usecek zname (lichobéznikova metoda je pouziva) a pak staci jejich
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vzdalenost urcit pomoci Pythagorovy véty.
Pozn: touto cestou je ostatné integral z pfedchoziho odstavce odvozen.

N

n

) 40

1.0 15 20 25 3.0 3.

3

Ukol: pfeprogramujte lichob&znikovou metodu, tak aby pogitala délku rovinné kfivky dle
vysloveného navodu.

Shrnuti

Délka rovinné kfivky je dalSi klasicka aplikace na urcity integral. Pro svoji slozitost (nesnadnost
nebo nemoznost) nalezeni pfislusného integralu se o ni stfedoSkolska matematika €asto nezmiriuje,
nebo jen o jednoduchych pfikladech. Numerické vypocty tyto problémy nemaiji a proto jeji zafazeni
je vhodné.

Sbirka uloh

1/ Vypoététe délky kfivek na intervalu <1; 2>. In x, e, x3, x*, sin(100x).

2/ Odvodte pomoci integralu pythagorovu vétu. (délka rovinné kfivky-usecky)

3/ Jak je dlouhy sinus v intervalu <0;180>, jak je dlouha parabola v intervalu <0;1> a <1;2> atd.

4/ Napiste program v jazyce Java pro tento pfiklad, vypocet provedte s pfesnosti na 3 desetinna
mista. Experimentujte s poctem dilkd na itervalu <1; 4>,

5/ Preprogramujte lichobéznikovou metodu, tak aby pocitala délku rovinné kfivky dle vysloveného
navodu.

Zdroje

http://www.kvd.zcu.cz/cz/materialy/numet/_numet.html#_Toc501178915
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/Integrate.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NIntegrate.html
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http://www.matematika.cz/urcity-integral



