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Numericke reseni rovnic — metody

Znalost metod feseni rovnic je vhodna pro volbu, kterou metodu pouzit pro vypocet konkrétni
rovnice. Naprf nejrychlejsi metoda se€en nejde pouzit vzdy! Kde to nejde musime pouzit metodu
jinou. V této kapitole si ukazeme tfi metody feSeni rovnic numerickymi postupy. Budeme postupovat
od nejjednodussi, na které bude vidét vSe snadno a pak metody zefektivnime. Nasim Ukolem bude
najit feSeni rovnice: -x°+6x-6=0vintervalu <1;4>.

V tomto pfipadé Ize snadno najit i algebraické feSeni, které nam poslouzi pro kontrolu numerického
vypoctu:

Solve[—x2 +6x-6:==20, x]

({x>3-v3 ), [x>3+33 )]

NSolve[-x*+6x-6 =0, x|

{{x—>1.26795}, {x - 4.73205}}

Pro nase zadani je pfipustné feSeni jen jedno x—1.26795.
Plot[-x*+6x-6, {x, 1, 4}]
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Grafické znazornéni priibéhu funkce a jeho prisecik s osou x.

Pro to, abychom uspé&3né nalezli kofen musi byt splnéno nékolik podminek:
* funkce musi byt na intervalu <a; b> spojita
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* na intervalu <a; b> musi byt pravé jeden kofen

* doporucni: je vhodné zadat pfesnost se kterou vypoCet probéhne, oznacme jej €. Plati | f(xx)| <€,
kde xx je pfiblizny kofen v toleranci pfesnosti.

* pro metodu te€en se misto intervalu zadava jen vychozi bod a funkce musi byt “hladka”.

Metoda puleni intervalu

Nejjednodussi, nejpomalejsi metoda hledani kofenu rovnice je zaloZena na puleni intervalu <a; b>.
Na této jednoduché metodé ukazeme ftfi véci, které bude potieba znat u dalSich metod a zde jsou
jednoduché a snadno pochopitelné. V dalSich metodach se uz budeme vénovat jen jejich principu.
Ukazeme:

* jak poznat, ze jsme nalezli kofen

* jak poznat, ktery ze dvou intervalll obsahuje kofen a kde bude vypocet pokracovat

* samotny princip algoritmu.

Pfipomernme si, Ze pro vypocet potfebujeme znat: samotnou rovnici (to je samoziejmé), interval <a;
b> ve kterém je pravé jeden kofen a presnost €.

Vypoététe kofen rovnice —x?+6 x -6 =0 v intervalu <1;4>, s pfesnosti € = 1/1000.

Jak nazev metody napovida budeme pulit pavodni interval a v jeho poloviné testovat kofen, viz
obrazek

g

o

Polovina intervalu a, b je rovna ¢4 = b;—a. Dale se musi vypoditat f(c1) a prozkoumat zda se nejedna

o kofen: kofen idealné ma hodnotu f(cq) = 0, pfi algebraickém fedeni je tomu tak vzdy. V numer-
ickém FeSeni musime pocita s urcitou, pfedem zadanou toleranci €. Kofen pozname tak, ze vyhod-
notime podminku:

If(cn)| <€
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Pokud je podminka splnéna pak jsme nalezli (alespon pfiblizné) kofen. Pokud jsme kofen nenasli,
musime rozhodnout ve kterém intervalu budeme ve vypoctu pokracovat. Intervaly jsou dva: <a, ¢4 >
a<cq, b>.

K tomuto rozhodnuti potiebujeme znat hodnoty: f(a), f(c1), f(b). Vystiime jejich znaménka, podle
nasledujiciho obrazku:
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Z obrazku je vidét, ze kofen se nachazi v intervalu <a, c> a tam je soucin f(a)«f(c) mensi nez nula
(zaporny). V druhém intervalu je soucin funk&nich hodnot kladny.
Oduvodni toto kriterium i na funkci, ktera je symetricka podle osy x.

Vypoclet opakujme tak dlouho dokud nenalezneme kofen. Kéd v jazyce java:

public class PulenilIntervalu {
public static double fce (double x) {
return x*x-2;
public static void main(String[] args) {

double a,b,c;

final double EPSILON = 0.001;

a=0.1;
b =2.2;
c = (atb)/2;
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while ( Math.abs(fce(c)) > EPSILON ) {

System.out.println(a + “ “ + Db);
if (fce(a)*fce(c)<0) {b=c;}

else {a=c;}

c = (at+tb)/2;
}

System.out.println(c);

Metoda secen

Druha metoda ktera se realné pouziva pro vypocty (pouziva ji i funkce FindRoot v systému Mathe-
matica), je zpravidla rychlejSi nez plleni intervalu.

Zakladni myslenka je zalozena na tom, zZe funkci f(x) nahradime pfimkou, ktera nékde protne osu x
a tam pfedpoklame kofen. Pokud tam neni, postup se opakuje.
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Vyhodou tohoto pfistupu je Ze metoda pfi vypoctu bere v Uvahu jak funkce vypada, snazi se jeji
pribéh respektovat, ukazuje se Ze je to vyhodné. Narozdil od plleni intervalu.

Obtiznéjsi je urcit obecné kde pfimka osu x protne. Ro¢ni odvozeni vzorce vyzaduje fadu algebraick-
ych Uprav, nam vSak pomtze WM. Odvozeni probéhne ve dvou krocich:

* nalezeni rovnice funkce pfimky, ktera prochazi body [a, f(a)] a [b, f(b)].

* vyfeSeni pfislusné linearni rovnice.
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InterpolatingPolynomial[{{a, £f[a]}, {b, £[b]}}, x]
(-a+x) (-fla] +f[b])

fla] +

-a+b

Solve[f[a]+ (ca+x) (-fla] +£[b]) = ,x]

-a+b
{{x-

}}

Vztah pro prasecik pfimky s osou x je:

bfla] -af[b]
fla] - £[b]

c= bflal-afib
T fla)-fb]

Vypocet opakujme tak dlouho dokud nenalezneme koren. Kéd v jazyce java:

public class MetodaSecen {

private static double f (double x) {

return x*x - 2;

private static double rootSecna (double a, double b, double eps) {
double 1 = a;
double r = b;
double ¢ = 1-((£(1)*(1-r))/(£(1)-£f(r)));

while ( Math.abs( f(c) ) >= eps ) {
if ( (£(1) * £(c))>0 ) {l=c;}
else {r=c;}
c=1-((£(1)*(1-x))/(£(1)-£(x)));

}

return c;

public static void main(String[] args) {

System.out.print ( rootSecna(l, 1.5, 0.0000001) );

Newtonova metoda tecen

Tato metoda patfi mezi nejefektivnéjsi, ovSem pokud jsou spinény pomeérné silné a omezujici
podminky: funkce musi byt spojita a “hladka”. Hladkou funkci se rozumi (intuitivné), ze je funkce
monotonni a konvexni nebo konkavni v okoli svého kofene a vtomto okoli je i po€atecni bod. Pro
metodu se nezadava interval, ale jen po¢ate¢ni bod, viz obrazek:
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Poc¢atecni bod na obrazku je bod ¢ v tomto bodé se sestroji te€¢na k funkci f(x). Prasecik tecny a
osy x je bod ¢y atd. Vypocet pokracuje dokud neni nalezen kofen. Dal$i nevyhodou metody je, ze k
vypoctu te€ny je nutné znat prvni derivaci funkce.

Pokud nejsou splinény podminky na hladkost, mize se algoritmus zacyklit nebo “divergovat” - utéct
od kofene. Proto se metodé také nastavuje maximalni pocet iteraci (kroku), které ma pro vypocet

provest.
Pro vypocet dalSiho priseciku te€¢ny s osou x plati vztah:
X1 = Xk — fﬁ(xjkk);

Zde je vidét i pouziti prvni derivace funkce, ta se zada bud pfimo, nebo se musi numericky vypoci-
tat, ale to neni snadné a pfesahuje to naSe moznosti.
Prostudujte si dokumentaci k funkci FindRoot.

Shrnuti

Ukazali jsme tfi metody FeSeni rovnic, Zzadna z nich neni idealni, maji své vyhody a nevyhody. Proto
je dalezité znat jak funguji, abychom mohli pro danou ulohu-rovnici efektivné vyfesit.

Sbirka uloh

1/ Vypoctéte \/; na pét desetinnych mist obéma metodami. N[\/;, 5]

2/ Vyteste rovnici In x = -x na pét desetinnych mist. Zvolte metodu i interval feSeni, vysledek porovne:
jte s vysledkem funkce FindRoot.
3/ Vyreste rovnice In x = sin x, x> - 2 x% + x + 3 == 0 na pét desetinnych mist. Zvolte metodu i inter-
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val feSeni, vysledek porovnejte s vysledkem funkce FindRoot.
4/ Prostudujte si dokumentaci k funkci FindRoot.
5/ Najdéte rovnice nevhodné pro metody secen a tecen.
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