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Metodicky pokyn | vykladovy text s ukazkami

Goniometrické reseni kvadraticke
rovnice

Zde ukdzeme zajimavy pfistup k feSeni kvadratické rovnice. Jedn& se o neobvykly postup se
zajimavym matematickym pohledem na véc. Motivem pro vznik této metody bylo (asi hodné davno)
eliminace odmocnin pfi feSeni kvadratické rovnice a jejich nahrazeni funkcemi goniometrickymi,
které se Gidajné Iépe vyhledavaly v M/F tabulkach. Z toho je zfejmé, Ze se jedna o archaickou

~ v

metodu. Jeji studium v8ek mlize Zakovi rozsifit matematicky obzor.

Klasické reseni kvadratické rovnice

Vzorec pro fe$enf rovnice ve tvaru: ax? + b x + ¢ = 0 v&ichni dobfe zname:

Solve[ax?+bx +C =0, X]

(R LR LUR AR I LRI

Kde vyraz pod odmocninou nazyvame diskriminant a ten rozhoduje o typu kofenl (dva realné,
nasobny, komplexni — vyslov vSechny vlastnosti).

Pozn: pokud je a=1, pak se rovnice nazyva normovana. Normalizace rovnice nijak neovliviuje jeji
kofeny.

Vyklad a dukaz goniometrického reseni

Nasledujici postum jsem objevil v knize: Sisler M., Andrys J.: O feSeni algebraickych rovnic, UV
matematické olympiady, Mlada fronta, Praha 1966. Vyklad uvedeme cely, na zavér jej shrneme a
okomentujeme. POZOR: jedna se precizni matematicky text, kde autor pouziva i vlastni nes-
tandardni symboliku. Ve shrnuti pouzijeme vlastni, aby nas nematla.
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7. Goniometrické FeSeni
\ kvadratické rovnice

Vzorce udavajici kofeny kvadratické rovnice s resl-
nymi koeficienty nejsou vhodné pro vypocet pomoci
logaritmti. Tato nevyhoda je obzvlasté ziejma, ]sou -li
koeﬁmenty rovnice mnohocifernd ¢&isla. V tomto piipadé
miZzeme pouzit tzv. goniometrického Feeni kvadratické
rovnice, které ndm umoziiuje vyjadrit kofeny ve tvaru
vhodném pro vypodet pomoci logaritmickych tabulek.
Nevyhodou goniometrického reSenf je viak to, Ze lze po- |
uzit jen v ptipadé, kdy rovnice mé redlné koreny (to je
ptipad, ktery dasto nastdva zvlasté pii Fefeni praktic-
kych tloh, kdy lze olekavat, Ze existuje redlné reieni).

Kazdou kvadratickou rovnici s red'nymi koeficienty
muZeme psat ve tvaru -

(42) 2 £ 20w £ =0, kdea >0, >0,
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(ptipad, kdy a = 0 nds nezajimi, nebot se pak jednd
o ryze kvadratickou rovnici, jejiz FeSeni je snadné; po-
- znamenejme dale, Ze zapis (42) ehapeme jako zapis pro
¢tyfi rovnice, které dostaneme pomoci vSech kombinaci
znamenek) Je li totiz dana nmmovan& kvadraticka
rovnice

(43) 2 +px +q=0, pD0,

a polozime-li ‘%‘ —a>0a Vigl =0 >0, je 1P| =
a lg| = 6% Je tedy p = 4+-2¢ a ¢ = b2 Dosazenim do
(43) dostdvame rovnici tvaru (42).. |

Vsimnéme si nyni podminek pro to, aby rovnice (42)
méla redlné koreny. Platnost téchto podminek je pak
vidy tieba ovérit, diive ne# pristoupime k vlastnimu
vypodtu kotenit,

Budeme rozeznavat dva pﬁpady: :

I. Ve (42) je u * znaménko minus. Potom je diskrimi-
nant rovnice (42) -

D = 4a? + 4b° = 4(a® - 5?) >0

e

bez ohledu na to, zda je u 2a znaménko plus nebo minus.
Ostra nerovnost pak plati v dasledku toho, Ze a # 0.
V piipadé I tedy vzdy existuji dva realné rtizné kofeny.

I1. Ve (42) je u b2 znaménko plus. Potom je diskriminant
rovnice (42)
D = 40 — 40* = 4(a> — b?).

Aby méla rovnice realné rizné koteny, musi byt D > 0,
tj. o® > 0. Protoie je ¢ >0, b >0, dostdviame: pod—
minku

a > b.

61
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Je-liD = 0, pak je @ = b a rovnice m4 jeden dvojné,SOb ‘
ny koren. Rovnice (42) je pak tvaru '

x? + 2ax _i;az,: 0
Gl s :
(¢ + a)* = 0.

Dvojnasobny koten je pak roven &islu a nebo —a podle
toho, je-li v rovnici (42) u 2a znaménko plus nebo minus.
Je tedy zfejmé, Ze stadi, budeme-li se zabyvat jen
pripady, kdy rovnice (42) mé pravé dva realné razné
koteny. Mizeme tedy ucinit tento z4vér: Rovnice (42)
mé dva redlné rizné koreny v piipadé I (tj. je-li u b?
znaménko minus) vidy a v pripadé II (tj. je-li u 6* zna-
ménko plus) tehdy, je-lia >b. T
Uvedme nyni postup goniometrického FeSeni v pii-
padech I a II. V obou ptipadech budeme dale rozlisovat,
zda u koeficientu 2a je znaménko plus nebo minus.

' Ta. Rovnice (42) je tvaru
(44) 22— 2w —b =0, kde @ >0,02>0
'V tomto piipadé ma ‘rov:\nice dva riazné realné kdi'eny
(45) T, =0a —}—Vm Ty = G — V&T—FbT 1 |
Polozme ‘ |

b

kdeO_<2cp<—72i,neboﬁ—2— >0. |
‘Nyni budeme postupné upravovat VyTazy pro koteny
(45). Upravy budeme dé&lat paralelné pro oba koteny.
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xl-.—:a,—{-a, 1—{-(‘&‘), xgza'"‘”a/ 1+(—E]:

v, —a +alT F1g2p, 2 =a—all—1tg 2,

x, = a + « : Xy =0 ° .
1= cos 2¢ 2 cos 2¢ ’
2 1 2¢ —
wlzacos 99—[— , ngzzabcos (p 1
cos 2¢ 08 2¢
2a cos? | 2q sin?
— acos’y %, = — @ sin? ¢
cos 2¢ - cOS 2¢
. = 2a cos? ¢ sin @ 5 — 2a sin®p cos @
17 Tcos 2psing 2 cos 2p cos ¢
v — @ sin 2@ cos @ v — @ sin 2¢ sin @
1™ cos 2psing 7 2 cos 2 COS @
@, = a tg 2¢ cotg ¢, z, = —atg2ptgp,
x, = b cotg g. xy = —btg g |

Tim se ndm podafilo vy;adut koteny (45) ve tvaru
(46) | z, = bootg @, x, =—b1tgy,
ktery je jiz vhodny pro vypodet pomoci logaritm.

Ib. Rovnice (42) je tvaru
(47) 22 4 2ax — 02 =0, kde a,>0b>0
:Jh.ké v tomto pripadé mé rovnice dva reédlné rtzné ko-
teny : |
(48) x = —a —I—Vm, Xy = ———a——Vm. |

63.
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Nyni platl _
-a —}—Vaz—l—bz—; @——’Vaﬂ—kb‘a),,
Xy = —0 — Vaz b = —(a + Va2 + 6%)..

Koteny xz,,z, jsou aZ na znamenko roviy kofentim
v pripads Ia. Je tedy |

- (49) %=b@%'%=¥%w@%

‘ | b ,
kde ¢ je voleno tak, Ze Pl tg 2¢, 0 < 2¢ <.—y—2?— .

ITa. Rovnice (42) je tvaru | -

(50) a*—2az +b =0, kde a >0, >0.

Aby méla tato rovnice dva redlné, rizné kofeny, musi |
byt ¢ >b, 1]. 0 < % < 1. Potom jsou koteny dany
vzorcl | | | o
(61) . = —a - Va?—— be, Ty = @ — Vaz'— b2,
Polozme | |

. —gin 2
- = sin 2¢, N o
kde 0 < 29 < ~27£ [tal;ovjr thel 2¢ existuje, nebot je
0 < % < 1] . Pro koteny (51) provedme tyto paralelni

dpravy:

= o + a\l/l — (%]2, Xy = a — a]/l — (%}5’

64
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X =0 +a]/1 —sin?2p, @, = a:——a]/f—sin?(p‘, -

7

Z; = a -+ acos 2¢p, Xy = @ — @& 008 2¢,
x, = 2a cos?p, x, = 2a sin®p,
2a cos?@ sin ¢ 2a sin%p cos ¢
Ty = o ’ Ly = s
sin @ COS @

- @ sin 2¢ cos ¢ . a sin 2¢ sin ¢

£ = : y . Hyg = 5
" sin ¢ : | COS @ |

x, = a sin 2¢ cotg @, x, = asin 2¢ tg @,
-z, = b cotg ¢. x, = b tg ¢.

Tim jsme vyjadrili kofeny (51) ve tvaru
(52() . x, =becotgp, x =Dbtge,
ktery je vhodny k logaritmovani.

ITb. Rovnice (42) je tvaru \
(53) a4 2@ £8P =0, kde a>0,b6>0 " .

Aby meéla tato rovnice dva realné razné koreny, musi
byt opét splnéna podminka a¢ > b. Kofeny rovnice (53)
‘ ]sou pak tvaru

#n=—a+|d—F=—(@—Jaz—0,
Xy = —a——]/az2 iy a'—[—]/c?z-————bz)

Jsou tedy az na znaménko rovny kofentim rovnice (50),
takze je

(55) zm =—btgyg, m=—becotge

(54)

=@ b y
\k(.ie‘O <2cp<—-2—-,—a—=sm2qo.

% O Fe¥eni algsbr. rovnic 65
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Piiklad 25. Rs¥me goniometricky rovnici

x? — 6,642x -+ 10,017 = 0.
Pievedme ji nejprve na tvar (42). Ziejms je
—6,642
Rovnice je tvaru (50) a protoZe je @ > b (jest 3,321 >

]/10 017) nastava pripad ITa. Uréime tedy thel ¢
takovy, Ze

= 3,321, b = |/10,017.

b Ji0,017 017

¢ 3,321

Je tedy ¢ = 36°11". Podle vzorel (52) je pak
2, = |/10,017 cotg 36°11" = 4,327,
@, = |/10,017 tg 36°11’ = 2,315.

Nase rovnice ma tedy dva realne koteny x, == 4,327

a 0'<2(p< E

sin 20 = —
L 2

CVlceni 39 Rekte gomometrlcky tyto kvadratické
rovnice:
a) 22 — 2,379z 4 1,38785 = 0;
) - b)ax?—1,121x 4 0,15575
c) 22 - -+ 0,2211 — 0;
d) 22 4 0,39672x — 0,05164 — 0.

|
UO.

Jsem réd, Ze jste na toto misto docetli a dostudovali se, nikoliv pfeskodili : -) V nasledujicim textu
pouze shrneme ziskané poznatky uz bez dikaz( a pouzijeme odliSnou, snad pifehlednéjsi
symboliku.

Klicovy je vyraz (42), ktery nesStastné pouziva symboly a, b, které jsou v konfliktu s rovnici a
tradiénim znaceni z Gvodu tohoto materialu. Proto pro dalSi text volme oznaceni:

x?+2RXx + S?=0

Symboly R, S jsou natolik odliSné od tradi¢niho znaceni koeficientl kvadratické rovnice, Ze nemuze
dojit k zdmé&né. Podminka realného fedeni tedy zni pro pipad | (u S? je znaménko minus):

= 2R +4S*=4R*+45?=4(R*+5?)>0
Toto vSak plati vzdy!
P¥ipad Il (u S? je znaménko plus):
D=(2R)?*-45°=4R?-4S?=4(R?*-S%)>0
tedyR>S

Priklady : Urgi zda rovnice x? + 6 x — 25 = 0 ma reélné kofeny.
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Re&eni: upravme rovnici na tvar (42): x* + 2 x 3x — 5% = 0, tedy R=3, S=5, jde o typ |, feSeni existuje

(experimentalné ovér pomoci Solve).

P¥iklady : Ur¢i zda rovnice x? + 6 X + 25 = 0 ma realné koreny.

Reseni: upravme rovnici na tvar (42): x* + 2 x 3x + 5% = 0, tedy R=3, S=5, jde o typ II, feSeni NEexis-
tuje (experimentalné ovér pomoci Solve).

Priklady : Ur¢i zda rovnice x? + 18 x + 25 = 0 mé reélné koreny.

Reseni: upravme rovnici na tvar (42): x? + 2 x 9x + 5% = 0, tedy R=9, S=5, jde o typ Il, FeSeni existuje
(experimentélné ovéf pomoci Solve).

Tabulka typu a reSeni kvadratickeé rovnice

Sestavme tabulku vSech ¢tyr typl rovnice ve tvaru (42) a jejich feSeni, pozn R>0,5>0,0<2¢ <2 r:

typ rovnice kofeny vztah pro ¢
s arctan >
la [X?-2Rx-S2=0]| x; =Scotg¢, x,=-Stg¢ ~=tg (2¢), 0= ——
s arctan >
Ib |[X2+2Rx-S2=0 X, =Stge¢, X, =-Scotg ¢ E=tg (2¢), ¢ = > R
s - arcsin 2
Ha|x?-2Rx+S?=0| x;=Scotge, X, =Stg¢ | =sin(2¢),¢=——"
2 2 S - arcsin >
Hb|Xx*+2RXx+S°=0Ix;=-Stgé, Xz =-Scotg¢| = =sin (24), ¢ = P

Priklad pro pripad la

Reste rovnici: x* — 50 x — 36 = 0. Klasické feSeni a numerické fesent:
Solve[x?-50x-36 == 0, X]

{{x >25-+/661 }, {x ->25+/661 }}

NSolve[x*-50 x - 36 == 0, X]

({x > -0.70992}, {x > 50.7099})

Goniometrické feSeni: R=25, S=6. Vyc¢islime ¢:

ArcTan[6 / 25]
5 // N

phi =

0. 117772

X1 = 6 Cot[phi]
50. 7099

X, = -6 Tan[phi]
-0.70992

Priklad pro pripad Ib

Reste rovnici: x° + 12 x — 81 = 0. Klasické feseni a numerické fesent:
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Solve[x?+12x-81 == 0, X]
{{x>3(-2-+13 )}, {x>3(-2++/13)}}
NSolve[x? +12x - 81 == 0, X]

{{X > -16. 8167}, {Xx > 4.81665}}
Goniometrické feSeni: R=6, S=9. Vycislime ¢:

ArcTan[9/ 6]
2

// N

phi
0. 491397

X1 = 9 Tan[phi]
4.81665

X, = -9 Cot[phi]
-16. 8167

Priklad pro pripad lla

Reste rovnici: x? — 120 x + 100 = 0. Klasické feSeni a numerické resent:
Solve[x*-120 x + 100 == 0, X]

{{x~10 (6-V35 ]}, {x~10 (6+35)}]

NSolve[x? - 120 x + 100 == 0, X]

{{x > 0.839202}, {x -»119.161}}

Goniometrické FfeSeni: R=60, S=10. Vycislime ¢:

ArcSin[10/ 60]
5 // N

phi

0. 083724

X1 = 10 Cot[phi]
119. 161

X, = 10 Tan[phi]
0. 839202

Priklad pro pripad Ilb
Reste rovnici: X2 + 68 x + 4 = 0. Klasické feseni a numerické fesen:
Solve[x2 +68x+4==0, x]

2

{{xﬁm}, [x>2 (717712ﬁ>}}
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NSolve [x? + 68 X + 4 == 0, X]
{{X > -67.9411}, {X > -0. 0588745} )

Goniometrické feSeni: R=34, S=2. Vycislime ¢:

ArcSin[2/ 34]
= // N

phi =
0. 0294288

X1 = -2 Tan[phi]
-0.0588745

X, = -2 Cot[phi]
-67.9411

Priklad bez realného reseni pro pripad Ilb

Reste rovnici: x? + 8 x + 400 = 0. Klasické feSeni a numerické fesent:
Solve[x2 +8x+400 == 0, x]

[{x->4(-1-2iV6)}, {x>4(-1+2i6)}}

KOMPLEXNI KORENY!

NSolve[x? + 8 x + 400 == 0, X]

{{Xx->-4. -19.5959 1}, {x->-4. +19.59591}}

Goniometrické feSeni: R=4, S=20. Vycislime ¢:

ArcSin[20/ 4]

2
0.785398 - 1. 14622 1

phi

Argument ArcSin je vétSi nez 1 a to nas varuje, Ze néco neni v pofadku. Ovéfme podminku real-
ného feSeni: R>S a vidime, Ze neni splnéna, tedy rovnice nema reélné kofeny.

Priklad pro pripad la (pseudoalgebraicke reseni)

Reste rovnici: x? — 50 x — 36 = 0. Klasické feSeni a numerické fesent:

Solve[x2 -50x-36==0, x]

[{x >25-+/661 }, {x>25++/661 }}

NSoIve[x2 -50x-36==0, x]
{{X - -0.70992}, {x - 50.7099}}

Goniometrické feSeni: R=25, S=6. Vycislime ¢, nikoliv vS§ak numericky, ale jen symbolicky:

ArcTan[6 / 25]
2

phi =

1 6
—ArcTan{—}
2 25
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X1 = 6 Cot[phi]

6 Cot [%ArcTan{%H

X, = -6 Tan[phi] // FullSimplify
1 6
—6Tan{—ArcTan[—H
2 25

Ziskané vysledky jsou vyjadfeny jen symobicky, zadné “konkrétni” ¢islo nebylo vypocéteno. Takévé
vysledky ¢asto k nicemu nejsou...

Doporuceny postup reseni

Mé&jme rovnici ve tvaru Ax? + Bx+C =0

1/ Normalizace: vydélte &islem A, gon. feSeni pfedpoklada normalizovanou.
1a/ dale pouZijeme tvar rovnice: X + px+q=0

2/ Rozhodneme o typu rovnice podle znaménka u g. (je-li minus feSeni existuje vzdy)
2a/ je-li plus, musime vysetfit koeficient p

3/ uréime ¢&islaS a R

3wS=VE]R=§

4/ dle typu vypocitat ¢

5/ dle typu dopocitat x4, X,

Priklad: reSte -5x2-13x+10=0

1/ Normalizace: x> + % x-2=0

2/ typ |, vZdy feSeni

3/R=13/10,S=V2

arctan s
R
2

4/ jedndseotyp lb, ¢ =

R=13/10
13

10
S=+v2
V2

ArcTan[«/?/ (13/10)]
//
2

N

¢ =
0. 413727
5/ kofeny
X1 = STan[¢]

0. 620937

X> = -S Cot[¢]
-3.22094
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Ulohy k procviéeni

VSechny predchozi pfiklady sice pekné ilustruji 4 pfipady feSenti, ale jsou “uméle” vytvofené, aby
dobfe vypadaly. To vSak neni realna situace, proto uvedeme serii pfikladu, které budou blize
realité, zadani uz nebude pfimo rozliSno do typu, to si musi kazdy udélat sdm. Zarazeny budou i
ulohy bez realného reSeni.

Reste v R rovnici pomoci goniometrickych funkci:

x2+3x-11=0

X2+ 7x+11 =

x2+3.5x-8 =
x2-+/3.5 x-8.1 =

X2++49.7 x+12.1=0
x2-sin (2)x-9=0
x2+sin (3)x+15.99==0
xzféxftg (3.13) =

ZXZ—%X—360/101:

Shrnuti

1/ Byla prezentovana zajimava metoda feSeni kvadratickych rovnic. Jeji prakcicka vyhoda snad-
ného feSeni pomoci M/F tabulek asi bude zastinéna jejim rozsahem (4 typy rovnic a ke kazdému
typu 3 vzorce a nékolik mezivypoctu).

2/ 1ze v8ak rGzné metody feSeni porovnat z pohledu feSeni na papife, na pocitaci ap.

Ulohy

1/ Vyfe$ rovnici: Log[1/2] x? — e v 1/5 =0, x eR algebraicky, graficky, goniomericky.

Zdroje

http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/Solve.html
Sisler M., Andrys J.: O fedeni algebraickych rovnic, UV matematické olympiady, Mlada fronta,
Praha 1966.



